№1
Ребра правильной четырехугольной призмы равны 1, 4 и 4. Найдите расстояние от вершины до центра основания призмы, не содержащего эту вершину.
Дано:

ABCDA1B1C1D1 – правильная четырехугольная призма.

АВ = 4
АА1 = 1.

О – центр основания.

Найти: B1O
Решение

[image: image1.png]



Из прямоугольного треугольника ABD по теореме Пифагора найдем BD:

[image: image2.png]D =42 + 42 = 442




Треугольник B1BO – прямоугольный, так как B1B перпендикулярна плоскости ABCD (призма прямая), а значит B1B перпендикулярна BO.
[image: image3.png]BO =—"=12V2




По теореме Пифагора найдем В1О:

[image: image4.png]B,0 - |12+ (2v2)" =3




Ответ: 3.

№2

В правильной шестиугольной призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1, все ребра которой равны 1, найдите расстояние между точками A и E1.

Решение
Рассмотрим треугольник AEF, он равнобедренный (AF = FE = 1) угол при вершине равен 120° (так как ABCDEF шестиугольник), найдем по теореме косинусов АЕ:

[image: image6.png]AE = \JAFZ + FEZ — 2AF - FE - c0s120°= /1 + 1 — 2 - (—0,5) = /3



.
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Треугольник АЕЕ1 – прямоугольный, так как ЕЕ1 – перпендикулярна плоскости основания, а значит ЕЕ1 перпендикулярна АЕ. По теореме Пифагора найдем АЕ1:

[image: image8.png]AE, = |AE?+EE?=+3+1=2




Ответ: 2.
№3

В правильной треугольной призме ABCA1B1C1, все ребра которой равны 1, найдите расстояние от точки A до прямой ВС1.

Решение

[image: image9.png]



Искомое расстояние от точки A до прямой ВС1 это высота АН в треугольнике АС1В.

Треугольник АС1В равнобедренный АС1=С1В (так как призма правильная). По теореме Пифагора:

[image: image10.png]AC, = |AC? +CC2 =T+ 1=172




Пусть [image: image12.png]BH = x, Torga C,H =vV2 — x



. По теореме Пифагора:

[image: image13.png]= AC? — C,

H? =
" H? = AB? — B,
H?




Получаем уравнение:

[image: image14.png]2— (V2—x)=1-x2




[image: image15.png]2W2x =1




[image: image16.png]



Тогда:
[image: image17.png]AH = \/AB?—BH? =





Ответ: [image: image19.png]



№4

Основание прямой призмы ABCDA1B1C1D1 ромб ABCD, в котором АВ = 10, АС =[image: image21.png]


. Боковое ребро АА1 равно [image: image23.png]3421



. Найдите расстояние от вершины В до прямой АС1.

Решение

[image: image24.png]



Искомое расстояние от вершины В до прямой АС1 это высота в треугольнике АВС1.

По теореме Пифагора:
[image: image25.png]C;B= [BC?+CC? =+100+189 =17




Из треугольника АСС1:

[image: image26.png]AC, = |CCy* + AC? =189 + 252 = 21




Пусть AH[image: image28.png]=x,Torga C;H = 21— x



. По теореме Пифагора:

[image: image29.png]= B(C? —C,

H? =
" H? = AB?— A
|H?




Получаем уравнение:

[image: image30.png]289 — (21 —x)?=100—x2




[image: image31.png]42x = 252




[image: image32.png]



Тогда:
[image: image33.png]BH = \/AB? — AH? =+/100—-36 =8




Ответ: 8.

№5

В правильной шестиугольной пирамиде SABCDEF, стороны оснований которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстояние от точки C до прямой SF.

Решение

[image: image34.png]



Искомое расстояние от точки C до прямой SF это высота СН в треугольнике CSF.

Треугольник АFO равносторонний т.к. [image: image36.png]£FOA = £0AF = £AF0 = 60°



 поэтому FO = АF = 1. Тогда FC = 2.
Значит треугольник SCF равносторонний: FC = CS = SF = 2.

Высота равностороннего треугольника:

[image: image37.png]_FoB_23_
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Ответ: [image: image39.png]


.

№6

Ребро AD пирамиды DABC перпендикулярно плоскости основания АВС. Найдите расстояние от вершины A до плоскости, проходящей через середины ребер AB, АС и AD, если AD = 2[image: image41.png]


, AB = AC = 10, BC = 4[image: image43.png]


.
Решение

Искомое расстояние от вершины A до плоскости, проходящей через середины ребер AB, АС и AD это высота в треугольнике AKN. Так как KN и AN перпендикулярны ML, то AH перпендикуляр.
По теореме Пифагора:

[image: image44.png]B
KM = JAK? + AM? = 25 Loy’
AM > +(7) =30




[image: image46.png]


 – как средняя линия.
[image: image47.png]



По теореме Пифагора:
[image: image48.png]kN = R TN = (m)t(zzf)zzs




[image: image49.png]AN = JAM? —MN? = (9)2— 25y’
2) (%) =k




Тогда АН как высота прямоугольного треугольника:

[image: image50.png]HﬁAK—ANf\/E-Z\/Ei

KN 5 2




Ответ: 2.

№7

В кубе ABCDA1B1C1D1 точки Е, F – середины ребер соответственно A1В1 и C1D1. Найдите косинус угла между прямыми AE и BF.
Решение

[image: image51.png]



 Прямая DF||AE, значит угол между прямыми AE и BF равен углу DFB.
Пусть сторона куба равна а. Тогда по теореме Пифагора:
[image: image52.png]DB = BC, = /AD? + AB?





[image: image53.png]@ 3
F = [BCE+FCE= (20247 =




[image: image54.png]: 5
DF = |DD? + FD? = u’-+%:§u




Тогда по теореме косинусов для треугольника DFB:

[image: image55.png]cos(£DFB) =

DF? + BF? — DB?
2DF-BF





Ответ: [image: image57.png]



№8

В правильной шестиугольной призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1, все ребра которой равны 1, найдите угол между прямыми AB1 и BE1.
Решение

[image: image58.png]



Проведем через точку Е1 прямую параллельную АВ1, тогда искомый угол ВЕ1К.

[image: image60.png]/FEK = £EFK = 60°



, значит треугольник FEK равносторонний, значит FE = EK = 1.

По теореме Пифагора:

[image: image61.png]KE, = |KE? +EE2=y1+1=12




[image: image62.png]BE, = |BE?+EE2 =&+ 1=+




По теореме косинусов для треугольника АВК:

[image: image63.png]BK = JAB? + AK? — 2AB - AKcos120°= 1+ 4 —2-1-2-(—0,5) = /7




Тогда по теореме косинусов для треугольника ВЕ1К:

[image: image64.png]BE?+KEf —BK* 5+2-7

cos(BEK) =— =53 =




Значит [image: image66.png]/BE,K = 90°




Ответ: [image: image68.png]90°




№9

В кубе ABCDA1B1C1D1 найдите угол между прямой AВ1 и плоскостью ABC1.
Решение

[image: image69.png]



 Опустим перпендикуляр из В1К на плоскость ABC1. К – центр ВВ1СС1, так как В1К перпендикулярна ВС1 и D1C1.
Тогда искомый угол между прямой AВ1 и плоскостью ABC1 это [image: image71.png]¢ B, AK



.

Пусть сторона куба равна a. Тогда по теореме Пифагора:

[image: image72.png]



[image: image73.png]



Тогда из прямоугольного треугольника:

[image: image74.png](eBax)= 2K _
sin{ -
v AB,




Отсюда: [image: image76.png]¢/B,AK = 30°




Ответ: [image: image78.png]30°




№10

В основании прямой призмы ABСA1B1C1 лежит прямоугольный треугольник АВС, у которого угол С равен 90[image: image80.png]


, угол А равен 30[image: image82.png]


, AC = 10[image: image84.png]


. Диагональ боковой грани B1C составляет угол 30[image: image86.png]


 с плоскостью AA1B1. Найдите высоту призмы.

Решение

[image: image87.png]Al

Cl
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 Опустим высоту СН из вершины С, тогда [image: image89.png]¢CB,H = 30°



 как угол между B1C и плоскостью AA1B1.
[image: image91.png]


 – как катет против угла в 30[image: image93.png]


. 

[image: image95.png]CB, = 2CH = 10v/3



 – по свойству катета против угла в 30[image: image97.png]


.

Пусть [image: image99.png]CB



, тогда [image: image101.png]AB = 2x



 – по свойству катета против угла в 30[image: image103.png]


. Тогда по теореме Пифагора:

[image: image104.png]AB? = A
C? + CB?




[image: image105.png]4x? =300+ x2




[image: image106.png]



Отсюда высота призмы, по теореме Пифагора:

[image: image107.png]BB, = |CB? =+/300— 100 = 10v72




Ответ: [image: image109.png]1042




№11

Диагональ С куба ABCDA1B1C1D1 служит ребром двугранного угла, грани которого проходят через В и  D. Найдите величину этого угла.
Решение

[image: image110.png]



Проведем перпендикуляры из B и D на ребро A1C, поскольку треугольники ВA1C и DA1C равны, то основание у перпендикуляров будет общее – точка Н. Тогда величина двухгранного угла равна [image: image112.png]/BHD



.

Пусть сторона куба равна а, тогда:

[image: image113.png]



[image: image114.png]A.C=\2a% + a®





Тогда DH, как высота прямоугольного треугольника:

[image: image115.png]py 4D DC_aV2-a
T AC T a3





Тогда по теореме косинусов для треугольника ВHD:

[image: image116.png]22 _ o2
+3 2a’ 1

2a®
3

BH + HD* —BD* _
2BH-HD

cos(£BHD) = 3





Значит [image: image118.png]£BHD = 120°




Ответ: [image: image120.png]120°




№12

В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, у которого AB = 6, BС =6, CC1 = 4 найдите тангенс угла между плоскостями ACD1 и A1B1C1.

Решение

[image: image121.png]



Так как плоскость ABC параллельна A1B1C1, то искомый угол равен углу между плоскостями ACD1 и ABC.

Так как DO перпендикулярна AC (как диагонали квадрата), D1O перпендикулярна AC (по теореме о трех перпендикулярах), то величина угла между плоскостями ACD1 и ABC равна [image: image123.png]£D,0D



.

[image: image124.png]



Тогда из прямоугольного треугольника [image: image126.png]D,DO



:
[image: image127.png]



Ответ: [image: image129.png]



№13

Основание прямой призмы ABCA1B1C1 – треугольник АВС, в котором [image: image131.png]£C =90°



, BC = 6, AC = 8. Угол между  плоскостями АВС и ABC1  равен 45.  Найдите площадь боковой поверхности призмы.
Решение

[image: image132.png]



 Проведем высоту СН, СС1 перпендикулярна АВ (по теореме о трех перпендикулярах), тогда угол между плоскостями АВС и ABC1 равен [image: image134.png]£CHC, = 45°



. Значит треугольник [image: image136.png]CHC,



 равнобедренный.
По теореме Пифагора:

[image: image137.png]AB = \/BC? + AC? =+/36 + 64 =10




Найдем СН как высоту прямоугольного треугольника:

[image: image138.png]



Тогда площадь боковой поверхности:

[image: image139.png]Seox = CC,(AC+CB + AB) =48(6+8+10)=115,2




Ответ: 115,2.
№14

Дан куб ABCDA1B1C1D1. Через точки A, B1 и середину ребра CC1 проведена секущая плоскость. Найдите площадь полной поверхности куба, если площадь сечения равна 36.

Решение

[image: image140.png]



Пусть сторона куба а, тогда:

[image: image141.png]



[image: image142.png]



[image: image143.png]



Пусть [image: image145.png]


, тогда [image: image147.png]


. По теореме Пифагора:

[image: image148.png]HB? = AB? — AH? = KB? — KH?




Значит:

[image: image149.png]2





[image: image150.png]



[image: image151.png]



Тогда:

[image: image152.png]



Отсюда площадь сечения:

[image: image153.png]



Отсюда:

[image: image154.png]



Площадь полной поверхности куба:

[image: image155.png]



Ответ: 288.
№15

Основание пирамиды ABCD – прямоугольный треугольник с гипотенузой AB , равной 2[image: image157.png]


 . CD – высота пирамиды, боковые ребра AD и BD наклонены к плоскости основания  под  углами 30[image: image159.png]


 и 60[image: image161.png]


 соответственно. Найдите объем пирамиды.
Решение

[image: image162.png]A




Пусть [image: image164.png]CB



, тогда [image: image166.png]BD = 2x



 (по свойству катета против угла в 30[image: image168.png]


), тогда [image: image170.png]


 (по теореме Пифагора для треугольника DCB). Тогда [image: image172.png]AD = 2x1/3



 (по свойству катета против угла в 30[image: image174.png]


) и [image: image176.png]AC =+/12x2 —3x2 = 3x



 (по теореме Пифагора для треугольника DCA).
Отсюда, по теореме Пифагора для треугольника АCB:

[image: image177.png]



[image: image178.png]



Тогда объем пирамиды:

[image: image179.png]1
V= 3SucCD =

AC-CB- cnf— 3x-x-x/3 =

ol =
S




[image: image180.png]



Ответ: 36.
