С5 Найти все значения а, при каждом из которых оба числа [image: image1.png]catd
17




 и [image: image2.png]2% _05.4%+ 2



 являются корнями уравнения [image: image3.png]6" —f(ein* (/) +16) 3" +(Gin (@) -09) 2" +7 cos*(7m ) =
sintm)—137





Решение

Обозначим [image: image5.png]sin?(ma) =t



, тогда уравнение примет вид:

[image: image6.png]6 —t-3*—16-3*+t-2*—9-2* +144—T7t—t2 =0




Сгруппируем:

[image: image7.png](6*—t-3*—16-3*)—(9-2* —9t—144)+ (t-2* —t2 —16t) =0




[image: image8.png]3¥(2*—t—16)—9(2*—t—16)+t(2*—t—16) =0




[image: image9.png](2*—t—16)(3*—9+1t)=0




Таким образом:

[image: image10.png]2*—t—16=0u3*—9+t=0




1. Рассмотрим первый корень: [image: image12.png]


. Подставим его в первое равенство:

[image: image13.png]2%*a01 = sin? (a) + 16





[image: image14.png]in?(1a) + 16





Функция, стоящая слева убывает, приближаясь к 4 сверху при a → ∞ и снизу при a → −∞. Функция, стоящая справа – постоянная величина, принимающая значения из отрезка [16;17].
Таким образом, возможен единственный корень, и корень этот легко найти подбором a = 2.
Подставим найденное значение а во второй корень [image: image16.png]x=22*1_05-424+2=2



. 

Проверим является ли это число корнем первого уравнения:

[image: image17.png]in?(2m) + 16




[image: image18.png]4+ 16




не является корнем.
Проверим является ли это число корнем второго уравнения:

[image: image19.png]— sin?(2m)




[image: image20.png]



является корнем.
2. Подставим первый корень во второе равенство:

[image: image21.png]9 — sin?(2m)




Функция, стоящая слева убывает, приближаясь к 9 сверху при a → ∞ и снизу при a → −∞.
Функция, стоящая справа – постоянная величина, принимающая значения из отрезка [8;9] . 

Таким образом, корень может быть, но при отрицательных a. Но тогда второй корень во втором равенстве дает a = 2, а в первом при положительных a. Противоречие.

Ответ: а=2.

C5 Найти все значения параметра а, при которых выражение [image: image22.png](lla—3a° )x—-7a



 больше выражения [image: image23.png]fr— 20 +6



 при любом значении х, принадлежащем промежутку (2, 5).

Решение

Составим неравенство:
[image: image24.png](1la—3a®)x—7a>6x—3a*>+6




[image: image25.png]x(3a2 —11a+6)—2a%2+7a+6<0




В левой части неравенства стоит линейная функция. Т.к. экстремумов она не имеет, то если знаки этой функции на границах интервала одинаковые, то и на всем интервале функция имеет этот же знак. Таким образом, для выполнения неравенства необходимо, чтобы выполнялась система неравенств

[image: image26.png]{f(2)<0:){a2—5a+6<0 {(E*Z)(a*3)<0
f(5)<0 a’—4a+3<0 (a—1D@-3)<0




[image: image27.png]<a<3
l<a<3

e2<a<3




Ответ: (2; 3)
C5 Найдите все значения переменной х, при каждом из которых неравенство [image: image28.png]


 верно хотя бы при одном значении параметра а из промежутка [3 ; 6].
Решение

Преобразуем данное неравенство. Поскольку обе части неравенства неотрицательны, возведем их в квадрат.

[image: image29.png](x—a+ |x]?= (x —a)?




[image: image30.png]|x|(2x —2a+ |x]) =0




Первый сомножитель неотрицателен, значит
[image: image31.png]2x—2a+ x| <0




[image: image32.png]|x] = 2a—2x




Раскрываем модуль:

1. [image: image34.png]



[image: image35.png]



так как [image: image37.png]a € [3;6]



, то [image: image39.png]x € [0;4]




2. [image: image41.png]x <0




[image: image42.png]x<0 x<0
x < 2a—2x <2a

& x < 0 (taxkaka > 0)




Ответ: [image: image44.png]X € (—o0;4]




C5 Найти все значения a, при которых неравенство [image: image45.png]258 L 258 4 2 a+ 1) 5w 2fa+ 1) ST =3 —af ). 540



 не имеет решений.
Решение

Преобразуем:

[image: image46.png]H2a+2x 4 §2a-2x 4 9(g 4 1)528+X 4 2(g + 1)52¢7* < (3 — g2)5%¢




Разделим на 52а:

[image: image47.png]52¥ 1 5-2% 4 2(a+1)5*+ 2(a+1)5* <3





[image: image48.png]1
52 + — + 2( ES
- a+1)(5*
3 ( +5x)ga—a2




Пусть [image: image50.png]5*+=t>0




, тогда: [image: image52.png]£2 —
2

— 52x
+=

e



. Неравенство примет вид:

[image: image53.png]t24+2(a+1Dt—5+a* =0




Это парабола, ветви вверх, значит решения не будет если квадратный трехчлен не имеет корней (дискриминант меньше нуля):

[image: image54.png]D=4(a+1)2+20—-4a>=8a+24<0=a< -3




Решений также не будет, если оба корня этого квадратного уравнения не положительные. Из теоремы Виета можно сделать вывод, что это будет выполнено, когда t < 0 , но это невозможно. 
Еще возможен случай, когда корней вовсе нет. Тогда: [image: image56.png]t2—4<0=-2<t<?2



  причем при t = 2 корень есть х=0.
Таким образом, решений не будет если все решения попадут в интервал: [image: image58.png]t € (—o0;2)



. Для этого необходимо выполнение условий:
[image: image59.png]D=0 az-3
itn<2 :)i —a-1<2 B
f(2)>0 4+4a+4—-5+a>>0




[image: image60.png]az=-3
= a>-3 ©a>-1
(a+3)a+1) >0




Ответ: [image: image62.png]a € (—=;—3) U (—1; +x)




C5 Найдите все значения a > 0, при каждом из которых [image: image63.png]" —4f(x+1) a" +3x +10x+




 имеет на отрезке [-1; 2] ровно два корня.
Решение

Преобразуем:

[image: image64.png]a?* —4(x+ 1D +4(x+ 1?2 —4(x+1D?*+3x2+10x+3=0




[image: image65.png]2+ 1)) - (x—1)2=0





[image: image66.png](a*—2(x+1D)—x+1D(@—2(x+1)+x—1)=0




[image: image67.png](a*—3x—1)(a*—x—3)=0




Таким образом:

[image: image68.png]3x+1umma* =x+3




1. Рассмотрим сначала случай  a > 1

Прежде всего, уравнение (1) всегда имеет корень х=0, который от значения параметра не зависит. Тогда для выполнения условия задачи надо, чтобы либо уравнение (1) имело еще один корень на указанном промежутке, а уравнение (2) – нет, либо чтоб уравнение (2) имело один корень на этом промежутке, а уравнение (1) – нет. Условия составим на основе сравнения значений функций на границах промежутка.
1. уравнение (1) имеет корень на указанном промежутке, а уравнение (2) – нет:
[image: image69.png]a?=7 az=+Ta<—7
al<2e a>05 = HeT pelleHHi]

a? <5 —V5<a<+5




2. уравнение (2) имеет один корень на этом промежутке, а уравнение (1) – нет:

[image: image70.png]a> <7 —T<a<—7

<2 it a>05

a2>5 ©1{[la>VEa< V5o a€e (005U [V5;v7)
{a*’zz { a<05

a?<5 —JE<a<+§




Первый промежуток не удовлетворяет условию a > 1. Значит [image: image72.png]a € [V5;4/7)



.

Также возможен случай если в уравнении (1) прямая является касательной к графику показательной функции:
[image: image73.png](@),

ma=3=a




Тогда уравнение (2):

[image: image74.png]e3* =x+3nmpux=2 e® >5mpux=—-1le3<?2




то есть корень попадает в рассматриваемый промежуток.
2. Теперь рассмотрим случай 0 < a < 1
Так как функция [image: image76.png]


 – убывающая, а линейные функции – возрастающая, то здесь каждое уравнение имеет один корень. Причем уравнение (1) всегда имеет корень х = 0 не зависимо от а. Значит для выполнения условия задачи корень уравнения (2) должен попасть в отрезок [-1;2]:

[image: image77.png]a=0,5
J5<a<5

< a € (0;0,5]




Теперь рассмотрим случай совпадения корней:

[image: image78.png]3x+1l=x+3=x=1a=4




Ответ: [image: image80.png]a € (0;0,5]U [V5;v7) U {4, 3]




C5 Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравнение [image: image81.png]3_5.2 3 _3x¢
277 =354 o) (BV T e



 имеет шесть корней.
Решение

Пусть [image: image83.png]W2 M s 0




, тогда уравнение примет вид:

[image: image84.png]t24+(a—10)t+ 12—





Значит, чтобы исходное уравнение имело 6 корней надо чтобы данный квадратный трехчлен имел два различных корня, то есть:
[image: image85.png]a—-10<0 a<10
12-a>0 = a<12 =a<8-2y3
(@a—102—-4(12—-a)>0 la<8-2V3a>8+2V3




При каждом из этих положительных t кубическое уравнение [image: image87.png]3x2+4



  должно иметь именно три различных корня. Рассмотрим функцию [image: image89.png]f(x)=x*—3x>+4




[image: image90.png]



Найдем максимальное и минимальное значения:

[image: image91.png]f'(x) =3x%—6x=3x(x —2)




функция имеет максимум в точке (0; 4) и минимум в точке (2; 0).

Кубическое уравнение будет иметь ровно три корня, если значение функции f попадет в промежуток  0 < f ( x ) < 4 , тогда 1 < t < 4 . Получили ограничение на корни исходного квадратного (относительно t) уравнения.
Поскольку ветви параболы [image: image93.png]2+ (a—10)t+12—a




 направлены вверх, то для того, чтобы корни находились внутри данного интервала достаточно условия, чтоб эти корни вообще были (это учтено выше), чтоб вершина параболы была внутри интервала, и значения функции на границах интервала были положительны. Получаем:
[image: image94.png]—a+10

2
a<8-2V3 &
g >0
g4 >0

<4 2<a<8
a<8-2V3

1+a-10+412-a>0

16+4a-40+12—a >0




[image: image95.png]2<a<8-2V34 g e (48— 243)

3>0 a>4

2<a<8-2V3
=
3a>12





Ответ: [image: image97.png]



C5 Найдите все значения параметра а, при которых уравнение [image: image98.png]2 —®+2-|2a% +a|x=0



 имеет ровно один корень.
Решение

Как сразу видно, это уравнение всегда имеет корень x = 0 независимо от значения параметра. Поэтому уравнение [image: image100.png]|a®
+2
12a% +
al|=0



 не должно иметь корней.
Преобразуем:

[image: image101.png]:|a’+2—|2a2+a||

Ja

X2




Так как справа неотрицательное число, значит это уравнение всегда имеет решение. Тогда чтобы выполнялось условие (ровно один корень) надо чтоб это уравнение имело один корень х=0:

[image: image102.png]342 —12a%
la® +2 — |24’ +|1||:0




Заметим, что при а = 0 исходное уравнение имеет единственный корень х = 0.
[image: image103.png]{a’+2—|2a2+a|:0
a>=>0




Так как [image: image105.png]a>0



, то [image: image107.png]2a2+a >0



, значит модуль можно опустить:

[image: image108.png]a®—2a*-a+2=0
a>0




[image: image109.png](a—2)(@a—1)*=0
a>=>0




[image: image110.png]a=2,a





Ответ: а=0;1;2.

C5 Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение [image: image111.png]10) |x—4|-(8x—x"—10)(a+3)




 имеет ровно 2 корня.
Решение

Преобразуем:

[image: image112.png]a(a+3)—alx—4|+Bx—x2—10)(a+3—|x—4])D=0




[image: image113.png](a+3—|x—4D(Bx—x2

104+a)=0




Тогда:

[image: image114.png]a+3—|x—4=0wm8x—x2—10+a=0





[image: image115.png]a=|x—4|—-3wma=x%—8x+10




Рассмотрим функции: [image: image117.png]f(x)=|x—4|-3ug(x)=x*—8x+ 10



. параллельным переносом прямой h(x)=a, определим где эта прямая пересекает f(x) и g(x) в двух точках:

[image: image118.png]10





 Как видно по графику два корня уравнение будет иметь от вершины параболы до вершины «галочки», а также в точке где «галочка» и парабола пересекаются.
Вершина параболы:

[image: image119.png]—4=7y,,=16-32+10=—6




Вершина «галочки»: [image: image121.png]


.

Графики пересекаются:

[image: image122.png]8x + 10




[image: image123.png](Jx—4D2—|x—4|—-3=0




[image: image124.png]



Тогда: [image: image126.png]a=lx—4-3=

1+/13
o




Ответ: [image: image128.png]a € (—6;—-3)u {‘/TZ’S}





C5 При каких положительных значениях параметра а модуль разности корней [image: image129.png]ax* +2x-225=10



 уравнения не больше расстояния между точками экстремума функции [image: image130.png]' —9x  —fax+13a°




 ?

Решение

Найдем точки экстремума:

[image: image131.png]f'(x) = 6x% —18x — 6a




[image: image132.png]X12 =

3++9+4a




Расстояние между точками экстремума: [image: image134.png]NCEY,



.
Корни уравнения:

[image: image135.png]X12 =

-2 +\/4+ 9a




Модуль их разности: [image: image137.png]



Составим неравенство:

[image: image138.png]V+9a

=V9+4a




Так как обе части неравенства положительны, возведем в квадрат:

[image: image139.png]4+ 9a < a?(9+4a)




[image: image140.png]4a®+9a2—-9a—4 =0





[image: image141.png](a—1)(4a® +13a+4) =0




Найдем нули выражения, стоящего во вторых скобках:

[image: image142.png]D=169—64=105




[image: image143.png]—13++/105
F3

yz =




Тогда:

[image: image144.png](ll*l)(ll*713 78\/105)('17713+8\/105)2 0




Отсюда:

[image: image145.png]ae

—13 —+/105 —13 ++/105]
— 5 g |Vt




По условию а – положительное, поэтому [image: image147.png]a € [1;+)




Ответ: [image: image149.png]a € [1;+)




C5 Найдите все значения а, при которых каждое из уравнений [image: image150.png]J41+0casx —acosx =0



 и [image: image151.png]—a|+7|x+ 2|+ 5x=0



 имеет хотя бы один корень.
Решение

Посмотрим сначала когда первое уравнение имеет корни.
[image: image152.png]V41 + 9cos: acosx




Рассмотрим функции: [image: image154.png]f(t)=+41+ 9t



 и [image: image156.png]g(t) =at



. Точка пересечения этих графиков должна попасть в отрезок [-1;1] поскольку t = cosx
[image: image157.png]



Вращая прямую [image: image159.png]g(x) = at



 около начала координат получим что графики будут пересекаться в отрезок [-1;1] начиная с [image: image161.png]f(1)=g(1)



 до [image: image163.png]f(—1)=g(-1).




Решаем:

[image: image164.png]



и

[image: image165.png]VA1—9 =42 = a = 4?2





Таким образом: [image: image167.png]a € (—o0;—4+/2] U [5v2; +0)




Рассмотрим второе уравнение:

[image: image168.png]—|x—a|l =7|x+ 2|+ 5x




Функция, стоящая в правой части достигает своего наименьшего значения -10 в точке x = −2. График функции в левой части представляет собой «перевернутый» график модуля, смещенный по оси абсцисс на величину а. Для того чтобы уравнение имело корни, должно быть выполнено условие

[image: image169.png]2—al=-10




[image: image170.png]2—al =10




[image: image171.png]—10=—-2—a <10




[image: image172.png]—12<a<8




Тогда пересечение найденных область дает искомые значения а.

Ответ: [image: image174.png][-12;—4v2] U [5v2;8]




С5 Найдите все неотрицательные значения параметра а, при которых уравнение [image: image175.png]sinf2a) sin‘fax)+1=(1+sn{2a)) sinfax)



 имеет ровно 4 решения на отрезке [image: image176.png]


.
Решение

Преобразуем:
[image: image177.png]sin(2a) - sin?(ax) — (1 + sin(2a))sin(ax) + 1 =10




[image: image178.png](sin(ax) — 1)(sin(ax)sin(2a) — 1) = 0




[image: image179.png]sin(ax) = +1

sin(ax) = 1w {sin(Za) _i1




Решаем первое уравнение:

[image: image180.png]sin(ax) =1




[image: image181.png]ax = - + 2mk




[image: image182.png]X = 2= (1 + 4k)
2a




Условие попадания в отрезок:
[image: image183.png]L
1 4k) <~
2R

<z

L
—(5+4k
2 (. )

a

<

z
9+ 4k
2(+)

a

13+ 4k )

2a

<

(17 + 4k )

2a

<r

T2 dk)>
2a

I+4k<-2a
[5+4k| < 22
[9+4k| < 24
[13+4k|< 2a
17+ 4k < 2a
20+4k>2a




Из первого и последнего неравенств системы:

[image: image184.png][0<2a<-1-4k 4k <-1
-
0 < 2a<4k+21 4k > =21




Т.к.  k ∈ Z , то  k = −1,−2,−3,−4,−5
[image: image185.png]2a<3 2a<7

2az1 2a23
2az5 2az=1
2az9 2az5
2a>13 2a29
2a<17 2a<13

2a<15
2az11
2az27
2az3
2az1
2a<5

2a<19
2a=15
2a=11
2a27
2a=3
2a<l




Решение имеет только система при k = -3 тогда [image: image187.png]



Теперь второй случай.

[image: image188.png]sin2a)=1 - 2a= %Jr 2m




при [image: image190.png]


 получаем попадание в промежуток [image: image192.png]


. Т.е. этот случай учтен.

[image: image193.png]sin(2a)=-1 — 2a= 7§+ 2m




Если уравнение sin(ax) = 1 имеет два корня на отрезке [− π ;π ], то и уравнение sin(ax) = −1 тоже имеет там два корня при тех же значениях параметра. 

В этом легко убедиться:
Для [image: image195.png]sin(ax) =1




[image: image196.png]z
Z(+d4b) <7
Za( )

T 1+4k<-2a

7 (5+4k)| <

PP [s+4k|<2a
9+ 4k <2

29+ 4k)| <7 p+ak|<2a

2a 13+4k>2a

L (3+4k)> 7
2%




Из первого и последнего неравенств системы:

[image: image197.png]0<2a<-1-4k 4k < -1
-
0<2a<4k+13 4k >-13




Т.к.  k ∈ Z , то  k = −1,−2,−3
[image: image198.png]=-1
2a<3
2a21
2a25
2a<9




Решение имеет только система при  k = −2, тогда [image: image200.png]



Для [image: image202.png]sin(ax) = —1




[image: image203.png]z
Z(-1+4k) <~
2a( )<-x

. —1+4k<-2a

Lz <

PRGRRL LS [3+4k <24
7+ 4k| < 2

l(7+4k)‘ [7+4k <2a
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—(11+4k) >
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Из первого и последнего неравенств системы:
[image: image204.png]0<2a<1-4k 4k <1
-
0<2a<4k+11 4k >-11




Т.к.  k ∈ Z , то  k = 0,−1,−2
[image: image205.png]k=0
2a<1
2a=3
2a=27
2a<l11

k==
2a<5
2a=1
2223
2a<7

k
2a<9
2az=5
2az1

2a<3




Решение имеет только система при  k = −1, тогда[image: image207.png]



При этом  [image: image209.png]sin(2a) = —1



 попадает в этот промежуток при [image: image211.png]


.

А вот  [image: image213.png]sin(2a) =1



в этот промежуток не попадает. 

Значит, при [image: image215.png]


будет ситуация, когда будет два корня по первому рассмотренному случаю и два корня по второму.

И наконец, случай, когда квадратное уравнение будет линейным.
[image: image216.png]0 - 2a=m





при этом [image: image218.png]sin(2a) = 1



 но ни при каком  n не будет попадания в промежуток [image: image220.png]


. Т.е. четырех  корней не будет

Ответ: [image: image222.png]



С5 При каких значениях  а уравнение [image: image223.png]ros 2y 4+ ey — 20t — a4+ 71 =)



 имеет ровно одно решение на промежутке [image: image224.png]


?
Решение

Преобразуем:

[image: image225.png]2cos?x + 2cosx —2a®* —2a=0





На участке [0; 2π) любое значение косинуса будет давать 2 значения угла кроме точек x = 0 и x= π, тогда значение угла будет единственным 

Пусть x = 0:

[image: image226.png]



[image: image227.png]a=-2ua=1




при этом 

[image: image228.png]cos?x+cosx—2 =0




имеет единственное решение х=0.

Пусть x = π:

[image: image229.png]



[image: image230.png]a=0ua




при этом 

[image: image231.png]cos?x+ cosx =0




имеет два решения х=0 и x= π.

Ответ: [image: image233.png]



С5 Найти все а, при которых уравнение [image: image234.png](la|— 1)cos 2x+(1—|a = 2|)sin 2x + (1|2 - a|)cosx +
+(1-|psinz=0



 имеет нечетное число решений на интервале [image: image235.png]


.
Решение

Введем обозначения:
[image: image236.png]u=lal—-1 v=1—|a—2|




[image: image237.png]



Тогда:

[image: image238.png]Ucos2x + vsin2x + veosx + usinx = 0




[image: image239.png]



[image: image240.png]sinacos2x + cosasin2x + cosacosx + sinasinx = 0




[image: image241.png]sin(2x+ a) + cos(x + a) =0




[image: image242.png]sin2x+a) +sin(m—x —a) =




[image: image243.png]o (x
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[image: image244.png]sin(f+f)—0wmms(3l+a—f)—o
2 4) 2 4)




1. [image: image246.png]



[image: image247.png]N | =

L

Tk




[image: image248.png]x =~ + 27k




2. [image: image250.png]



[image: image251.png]



[image: image252.png]ka

2mn




Нам надо, чтобы было нечетное число корней. Первое уравнение одно решение [image: image254.png]


. Второе давать 3 решения на периоде (это становится понятным, если посмотреть на слагаемое [image: image256.png]


)
Таким образом, нечетное число корней (а точнее – 3 корня) будет если одно из решений второго уравнения совпадает с [image: image258.png]


 или попадает в точку π , т.е. не входит в рассматриваемый промежуток. 

Рассмотрим эти случаи.
1. [image: image260.png]



[image: image261.png]S




Тогда: [image: image263.png]v=0;1-]la—2|=0=a=3ua=1




Но при а=1 u=0, а это невозможно.

2. [image: image265.png]



[image: image266.png]oS




Тогда: [image: image268.png]u=v;1—-|la—2|=lal-1=a=3ua=




[image: image269.png]la| +|la—2





а) [image: image271.png]



[image: image272.png]—a—a+2=2-a=0




б) [image: image274.png]0<a<?




[image: image275.png]a—a+2=2-a€(0;2]




в) [image: image277.png]a>2




[image: image278.png]a+a—2=2-a=2




Т.о. [image: image280.png]a € [0;2]




Ответ: [image: image282.png]a € [0;2] v {3}




С5 Найти все значения параметра а, при которых система [image: image283.png]18ay® +84a* —Ga+172




 имеет хотя бы одно решение. Найдите эти решения.
Решение

Преобразуем первое уравнение:
[image: image284.png](2x+3y)2=vy*— 18ay? + 84a®> —6a + 172





[image: image285.png]—9a)2+3(a—1)*+ 169




Наименьшее значение выражения, стоящего в правой части равно 169. Оценим левую часть, воспользуемся неравенством Коши-Буняковского:
[image: image286.png]ab +ah + +ab VP la+ +a b+ +b )




Тогда:

[image: image287.png](2x+3y)2=(4+9)(2+y?)=13-13 =169




Найдем при каких а, х, у правая и левая часть достигают своих наибольшего и наименьшего значения соответственно:

[image: image288.png]iznay: 13




Ответ: [image: image290.png]



С5 При каких значениях  а уравнение [image: image291.png]


 имеет хотя бы одно решение?
Решение

Воспользуемся формулой понижения степени cos:
cos2α = (1 + cos 2α) / 2

[image: image292.png]cos(227°) +/3sin(2%** ) =a—1




[image: image293.png]



Выполним оценку. Так как [image: image295.png]2x —x2 <1



 (парабола ветви вниз, вершина хв=1), то

[image: image296.png]0 < 225" <2




[image: image297.png]



Значит:

[image: image298.png]



[image: image299.png]



[image: image300.png]



[image: image301.png]2<a=<3




Ответ: [image: image303.png]a € (2;3]




