№1
Докажите что:

а) число [image: image2.png]1620 4 276



 делятся на 17;

б) число [image: image4.png]163+ 314 -2



 делится на 15;

Решение

а) [image: image6.png]1620 4+ 276 =280 4 276 — 276(2% 4+ 1) =275-17



 – делится на 17.

б) [image: image8.png]163+31*—2=(15+1)*+ 30+ 1)*—





[image: image9.png]=153+3-152+3-15+1+(30°+2-30+1)2-2





[image: image11.png]=153+3-152+3-15+30*+4-302+2-302+4-303+4-30+ +2-30?2



 

Так как каждое слагаемое делится на 15, то и вся сумма делится на 15.

№2

Известно, что дробь a/b несократима ([image: image13.png]a,b €N)



. 

1) Докажите, что дробь [image: image15.png]a®+ab+b*

ath



 тоже несократима.
2) На какие числа может сокращаться дробь: а) [image: image17.png]3a+2b
aabh




, б) [image: image19.png]


.

Решение

1) [image: image21.png]a®+ab+b?

ath

(a+b)?—ab
aib




Покажем, что [image: image23.png]ab
h



 несократимая.
Методом от противного пусть [image: image25.png]ab
h



 сокращается на с.
Значит аb делится на с, пусть а делится на с, а b не делится на c (иначе дробь a/b сокращалась бы на с). Тогда на с делится разность:
[image: image26.png]ab—(a+b)=alb—1)—b




первое слагаемое делится на с, значит второе тоже делится на с, а это противоречит тому, что b не делится на c. Значит [image: image28.png]ab
h



 несократимая, и исходная дробь тоже несократима.
2) а) [image: image30.png]3a+2b
aabh

10b
aab





Дробь [image: image32.png]10b
aah




 сокращается на те же числа, что и дробь [image: image34.png]a+4b
Tob




. Числитель не делится на b (дробь a/b несократима), значит эта дробь делится на 10.

Таким образом, исходную дробь можно сократить на: 2; 5; 10 при условии, что на эти числа делится [image: image36.png]a+4b



.

б) [image: image38.png]


 сокращается на те же числа, что и [image: image40.png]


.
[image: image41.png]ab+b* (a+b)*—

a+b a+hb




так как ab и a+b взаимопростые, то данная дробь делится только на 3, при условии, что а +b делится на 3.
№3

Найти все целые n, при которых дробь

[image: image42.png]n*+3n’+7
T 21




будет целым числом.

Решение

[image: image43.png]



а целое число если дробь [image: image45.png]241



 целое число, а это возможно если:

а) [image: image47.png]n+1=1=n=0




б) [image: image49.png]n+1=5=n=+2




Ответ: 0; [image: image51.png]



№4

Докажите, что числа следующего вида не могут быть квадратами целых чисел: 

1) [image: image53.png]12n+5,rge n € N;



 

2) [image: image55.png]In+3,tpen € N



.

Решение

1) Из условия следует, что остаток от деления чисел этого вида на 3 равен двум.

Возьмем некоторое число х = 3у + z, где z - остаток от деления х на 3, а у - частное.

Его квадрат равен 9у2 + 6уz + z2 = 3(3у2 + 2уz) + z2
При любом х остаток от деления его квадрата на 3 зависит от остатка от деления х на 3(обозначен z). Дальше перебором вариантов:

При z = 1 остаток от деления х2 на 3 = 1

При z = 2 остаток от деления х2 на 3 = 1
При z = 0 остаток от деления х2 на 3 = 0

Как видим остаток не может быть равен 2. Значит [image: image57.png]12n+5



 не может быть квадратам целых чисел.
2) Из условия следует, что остаток от деления чисел этого вида на 7 равен 3.

Возьмем некоторое число х = 7у + z, где z - остаток от деления х на 7, а у - частное.

Его квадрат равен 49у2 + 14уz + z2 = 7(7у2 + 2уz) + z2
При любом х остаток от деления его квадрата на 7 зависит от остатка от деления х на 7(обозначен z). Дальше перебором вариантов:

При z = 1 остаток от деления х2 на 7 = 1

При z = 2 остаток от деления х2 на 7 = 4

При z = 3 остаток от деления х2 на 7 = 2

При z = 4 остаток от деления х2 на 7 = 2

При z = 5 остаток от деления х2 на 7 = 4

При z = 6 остаток от деления х2 на 7 = 1

При z = 0 остаток от деления х2 на 7 = 0

Как видим остаток не может быть равен 3. Что и требовалось доказать.
№5

Является ли полным квадратом число:

[image: image58.png]a=11.1-22.27
— =
Dnwegp  nwedp




Решение

Рассмотрим разность:
 11...111…11

-           2…22

 11…108…89

[image: image59.png]a=11..108..89
n—1 n—1




Так как сумма единиц числа а: [image: image61.png]n—1+8(n—1)+9=09n



 делится на 9, то и а делится на 9, тогда:

[image: image62.png]a=11..108..89=9-123..n..321=32-(11...1)?





(количество единиц в скобках равно n).
Таким образом, а является полным квадратом.

№6

Найдите  все  натуральные  значения  n ,  при  которых    n5+2   делится  на n+2.
Решение

Разделим n5+2 на n+2:

 n5+      

    +2|n+2
-n5+2n4     

        |n4-2n3+4n2-8n+16

     -2n4 
     -2n4-4n3

   4n3

   4n3+8n2

-8n2

-8n2-16n

        16n+2


        16n+32



      -30

Таким образом:

[image: image63.png]



Значит n5+2 делится на n+2 когда [image: image65.png]2



 целое число, а это возможно при:

1. [image: image67.png]n+2=3=n=1




2. [image: image69.png]n+2=5—=n=3




3.[image: image71.png]n+2=6=n=





4. [image: image73.png]n+2=10=n=28




5.[image: image75.png]n+2=15=n=13




6.[image: image77.png]n+2=30=n=28




Ответ: 1; 3; 4; 8; 13; 28.
№7

Каждый  из  двух различных корней квадратного трехчлена [image: image79.png]f(x)=x*+(B3a+10)x+5b— 14



 и его значение  при x=1 являются простыми  числами. Найдите а, b и корни трехчлена  f (x).
Решение

Обозначим [image: image81.png]3a+10=p



, [image: image83.png]5h—14=gq



. Тогда значение  трехчлена  при  x = 1 есть:
[image: image84.png]f(H=1+p+gq




Пусть  x1 и x2 – корни трехчлена,  x1 < x2.  Воспользовавшись 

формулами Виета x1x2 = q, x1+ x2 = - p, запишем  выражение f (1) в виде
[image: image85.png]fF()=1—(x;+x)+x0,=(x; —1)(x, — 1)




Так как  f (1), x1 и x2 по условию являются простыми числами, то числа  x1 - 1 и x2 - 1 – натуральные и меньшее из них должно быть равно 1. Следовательно, x1- 1 = 1, откуда x1 = 2. Тогда f (1) = x2 - 1, т.е. x2 -1 и x2 – два последовательных простых числа, что возможно только если этими  числами являются 2 и 3. Итак, x2=3, поэтому  p = 3a + 10 = -5, q = 5b – 14 = 6. Из двух последних равенств находим a = -5, b = 4.
№8

Найдите все такие целые а и b, что корни уравнения [image: image87.png]2 ++Ra+9DNx+3b+5=0



являются различными целыми числами, а коэффициенты [image: image89.png]2a+9



 и [image: image91.png]3b+5



 – простыми числами.
Решение

Обозначим корни квадратного уравнения через m и n. 

По теореме Виета mn = 3b+5 – простое число, тогда [image: image93.png]


, 
[image: image95.png]n=43b+5



. Тогда [image: image97.png]2a+9=+3b+6

+3(b+2)



. Поэтому простое число [image: image99.png]2a+9

3



, откуда a = -3. Тогда b + 2 = 1 , т.е. b = -1.
№9

Решите уравнение [image: image101.png]


 в целых числах.
Решение

Представим уравнение в виде:
[image: image102.png]xy+x=0




Решаем как квадратное относительно у. Найдем дискриминант:

[image: image103.png]—4x = x(x — 4)




Тогда y – будет целым числом только при х = 0 или x = 4, соответственно у = 0 и у = 2.

Ответ: (0;0), (4;2).
№10

Решите уравнение [image: image105.png]


 в целых числах.
Решение

Выразим х:

[image: image106.png]y+2

x=2 214 —

y+1




Значит х – целое число если [image: image108.png]


 целое.

1. [image: image110.png]y+1=1=y=0ux=2




2. [image: image112.png]y+1l=—1=y=—2ux=0




Ответ: (2; 0), (0;-2).
№11
Решите в целых числах уравнение
[image: image113.png]



Решение

Представим уравнение в виде:

[image: image114.png]19x3 — 1900 = 84y2 — 84




[image: image115.png]19(x®*—100) =84(y2—1)




Правая часть кратна 7, поэтому [image: image117.png]100



кратно 7. Но кубы чисел при делении на 7 не дают в остатке 2.
Ответ: нет решений.
№12

Уравнение  [image: image119.png]


 решите  в простых числах.

Решение
Так как 2y2 – четное число, то х – нечетно, и потому число [image: image121.png]1=x-Dkx+1)



 делится на 4. Следовательно, у – четное число, и поскольку х и у должны быть простыми числами, то y = 2, а потому x = 3.
Ответ: (3;2).
